






Depois de falarmos do que e´ a Biomatema´tica e da interacc¸a˜o entre a Matema´tica
e as Cieˆncias Biolo´gicas para uma melhor compreensa˜o do mundo, falaremos de uma
a´rea muito delimitada da Biomatema´tica, a Dinaˆmica de Populac¸o˜es, e, mesmo a´ı, limi-
taremos o nosso estudo a` dinaˆmica de uma populac¸a˜o isolada, u´nica forma de poder-
mos respeitar o limite temporal atribu´ıdo a esta confereˆncia. Trataremos do modelo
malthusiano de crescimento populacional, do mesmo modelo quando o ambiente tem
perturbac¸o˜es aleato´rias que afectam a taxa de crescimento (com uma digressa˜o a`s bol-
sas de valores, onde o modelo tambe´m se aplica), dos modelos log´ıstico e de Gompertz
(com uma digressa˜o a modelos de crescimento individual e suas aplicac¸o˜es na explorac¸a˜o
pecua´ria) e, finalmente, dos modelos de pesca (em que estudamos as formas de optimizar
os recursos pesqueiros sem delapidar as populac¸o˜es). Em muitos casos, usam-se apenas
conhecimentos acess´ıveis a alunos do final do secunda´rio, podendo os professores adaptar
estes modelos para projectos escolares multidisciplinares que permitam aos estudantes
ver a Matema´tica em acc¸a˜o ao servic¸o do Homem.
9.1 Introduc¸a˜o
Talvez seja boa ideia comec¸ar por dizer o que e´ a Biomatema´tica. As opinio˜es podem
variar, mas, para mim, e´ a utilizac¸a˜o de me´todos e modelos matema´ticos no estudo de
problemas biolo´gicos.
Naturalmente, a natureza de certos problemas biolo´gicos nem sempre permite a mera
aplicac¸a˜o de resultados matema´ticos ja´ conhecidos, exigindo, por vezes, o estabeleci-
mento de novos resultados matema´ticos quando na˜o mesmo o desenvolvimento de novas
teorias matema´ticas, cuja utilidade se pode vir a estender posteriormente a outras a´reas
do saber. Por vezes, sa˜o os processos biolo´gicos que inspiram novas te´cnicas matema´ticas
destinadas a resolver problemas matema´ticos ou de outras a´reas do saber. E´ o caso, por
165
166 CAPI´TULO 9. BIOMATEMA´TICA
exemplo, dos algoritmos gene´ticos que se inspiram nos processos biolo´gicos de selecc¸a˜o,
mutac¸a˜o e recombinac¸a˜o (que, de alguma forma, optimizam a adaptac¸a˜o das populac¸o˜es
ao seu meio) e se destinam a determinar, de forma mais eficiente que os algoritmos
cla´ssicos (alia´s muito lentos), ma´ximos e mı´nimos de func¸o˜es de muitas varia´veis. Um
outro exemplo, sa˜o as redes neuronais que permitem imitar o funcionamento das redes
de neuro´nios em problemas de optimizac¸a˜o e em inteligeˆncia artificial.
Esta fertilizac¸a˜o cruzada entre a Matema´tica e as Cieˆncias Biolo´gicas tem contribu´ıdo
para o extraordina´rio desenvolvimento da Biologia mas tambe´m para o pro´prio desen-
volvimento da Matema´tica. Ha´ mesmo sociedades cient´ıficas internacionais (como a So-
ciety for Mathematical Biology, a European Society for Mathematical and Theoretical
Biology) ou nacionais e sa˜o va´rias as revistas cient´ıficas de topo nesta a´rea, sem preju´ızo
de quase todas as revistas cient´ıficas biolo´gicas publicarem artigos que requerem a uti-
lizac¸a˜o de ferramentas matema´ticas com graus de sofisticac¸a˜o varia´veis. E e´ melhor nem
falar dos milhares de livros na a´rea da Biomatema´tica (a bibliografia aqui recomendada
da´ apenas uma pequena amostra).
Como referi, uma das formas de estudar realidades biolo´gicas e´ a utilizac¸a˜o de modelos
matema´ticos. E´ uma ferramenta muito u´til mas, por natureza, os modelos sa˜o simpli-
ficac¸o˜es da realidade (e, portanto, ate´ certo ponto, caricaturas) que focam a atenc¸a˜o
nos seus aspectos essenciais de forma a poder formular um esquema matema´tico que
permita a deduc¸a˜o de propriedades e a compreensa˜o do feno´meno biolo´gico. Mais do
que a compreensa˜o, pretende-se tambe´m a capacidade de previsa˜o e do estudo das conse-
queˆncias da manipulac¸a˜o do feno´meno biolo´gico. Na medicina, nas agresso˜es ambientais,
na preservac¸a˜o de espe´cies e ecossistemas, na actividade piscato´ria e em muitas outras
mate´rias, esta capacidade de estudar as consequeˆncias de certos acontecimentos ou pol´ıti-
cas atrave´s de um modelo em vez de atrave´s de experimentac¸a˜o longa de consequeˆncias
porventura irrevers´ıveis, e´ certamente muito importante.
Que me´todos e teorias matema´ticas sa˜o usadas? Quase todos, desde sistemas dinaˆmi-
cos em tempo discreto e em tempo cont´ınuo, probabilidades, estat´ıstica e processos es-
toca´sticos, equac¸o˜es diferenciais ordina´rias e a`s derivadas parciais, a´lgebra linear, teoria
de grupos, e e´ melhor parar para na˜o alongar demasiado o texto.
Que a´reas da Biologia e´ que sa˜o abrangidas? Todas. Bons exemplos sa˜o o estudo de
Ecosistemas, a Fisiologia, a Hemodinaˆmica, as Neurocieˆncias, a Morfoge´nese, a Epidemi-
ologia, a Sequenciac¸a˜o gene´tica, a Gene´tica de populac¸o˜es e a evoluc¸a˜o, a Demografia,
a Imagiologia, os Ensaios cl´ınicos e, mais uma vez vou parar para na˜o alongar o texto.
Isso po˜e-me um enorme problema. Na˜o e´ poss´ıvel numa hora falar disso todo. Nem
uma licenciatura chegaria.
Por isso, falaremos apenas de uma u´nica a´rea, a Dinaˆmica de Populac¸o˜es biolo´gicas.
Mas, mesmo neste a´rea delimitada que muito deve aos pioneiros da primeira metade do
se´culo XIX (Lotka, Volterra, Kostitzin,...), para na˜o falar de percursores como Pearl ou
Verhulst, temos um mundo a explorar. Temos modelos de uma populac¸a˜o isolada ou
de va´rias populac¸o˜es inter-actuantes (com feno´menos como a competic¸a˜o, a predac¸a˜o,
o parasitismo ou o mutualismo). Podemos estar interessados apenas na evoluc¸a˜o do
tamanho global da populac¸a˜o ou estudar a evoluc¸a˜o da sua estrutura eta´ria e sexual
(demografia) ou da sua estrutura em termos de outras caracter´ısticas (fenot´ıpicas, gene´ti-
cas, comportamentais), tendo ou na˜o em atenc¸a˜o a aleatoriedade demogra´fica (variac¸o˜es
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amostrais dos nascimentos e mortes, particularmente importantes em populac¸o˜es peque-
nas). Podemos querer estudar o efeito de feno´menos migrato´rios ou da dispersa˜o geogra´-
fica (que influencia os encontros e interacc¸o˜es entre indiv´ıduos e populac¸o˜es). Podemos
querer estudar o efeito das variac¸o˜es determin´ısticas ou aleato´rias (aleatoriedade ambi-
ental) das condic¸o˜es ambientais que afectam as taxas de natalidade e de mortalidade.
Podemos querer estudar a propagac¸a˜o de epidemias (epidemiologia) e maneiras de as
prevenir. Podemos querer estudar as consequeˆncias da pesca ou da cac¸a sobre as popu-
lac¸o˜es a elas sujeitas e as consequeˆncias das pol´ıticas de pesca ou cac¸a adoptadas.
Desse imenso mundo vamos explorar apenas um pequeno cantinho, designadamente
modelos de dinaˆmica de uma populac¸a˜o isolada (sem migrac¸o˜es nem interacc¸o˜es com
outras populac¸o˜es), sujeita apenas aos feno´menos de natalidade e mortalidade e sem
distinguir nela as diferenc¸as individuais de sexo, idade, tamanho e outras caracter´ısticas
individuais. Ignoraremos ainda a aleatoriedade demogra´fica.
Comec¸amos com o modelo mais simples (o modelo malthusiano), em que supo˜e um
ambiente constante e recursos abundantes. E´ um modelo que usa uma equac¸a˜o diferen-
cial muito simples. Veremos depois o que pode suceder se o ambiente tiver condic¸o˜es
me´dias constantes mas estiver sujeito a perturbac¸o˜es aleato´rias que afectam a taxa de
crescimento da populac¸a˜o. Curiosamente o modelo resultante, uma equac¸a˜o diferencial
estoca´stica, e´ o mesmo modelo que e´ usado na modelac¸a˜o financeira da cotac¸a˜o de acc¸o˜es
nas bolsas de valores (e aqui fazemos uma pequena excursa˜o fora da Biomatema´tica, so´
para mostrar a unidade fundamental da Matema´tica e a aplicabilidade dos mesmos
me´todos e teorias nos mais variados domı´nios).
Depois consideraremos modelos mais realistas de crescimento populacional que teˆm
em atenc¸a˜o que os recursos sa˜o limitados (modelos log´ıstico, de Gompertz e outros).
Faremos enta˜o uma pequena excursa˜o pelo crescimento de um indiv´ıduo (em vez de uma
populac¸a˜o) desde o nascimento ate´ a` maturidade, tendo em conta que as condic¸o˜es de
crescimento sa˜o afectadas pelas perturbac¸o˜es aleato´rias do ambiente (interno e externo) e
falaremos de um projecto de investigac¸a˜o em curso que procura estudar as consequeˆncias
na actividade econo´mica da criac¸a˜o de gado.
Em seguida falaremos das consequeˆncias da pesca (ou cac¸a) e das pol´ıticas de pesca
adoptadas de forma a maximizar a explorac¸a˜o dos recursos pesqueiros sem os delapidar.
Para terminar, espreitaremos os modelos de va´rias populac¸o˜es inter-actuantes.
Procuramos, sempre que poss´ıvel, explorar o uso de modelos simples que possam ser
tratados com ferramentas relativamente elementares acess´ıveis a estudantes dos u´ltimos
anos do secunda´rio, de forma a que os professores interessados as possam eventual-
mente utilizar em projectos escolares multidisciplinares em que a Matema´tica possa ser
vista em acc¸a˜o, ao servic¸o do Homem. Mantenho alguma informalidade no tratamento
matema´tico de certas questo˜es, que os leitores me desculpara˜o, para tornar a leitura
mais fa´cil.
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9.2 Modelo malthusiano de crescimento popula-
cional
Consideremos uma populac¸a˜o (de animais, bacte´rias, etc.) isolada (sem migrac¸o˜es nem
interacc¸a˜o com outras populac¸o˜es) e seja N (t) o nu´mero de indiv´ıduos na populac¸a˜o
no instante t≥0 (por vezes, prefere-se trabalhar com a biomassa total da populac¸a˜o ou
com a densidade populacional, isto e´ o nu´mero de indiv´ıduos por unidade de a´rea do
territo´rio ocupado pela populac¸a˜o). Ao contar apenas o nu´mero de indiv´ıduos, estamos
a ignorar as diferenc¸as individuais de sexo, idade, tamanho, caracter´ısticas gene´ticas ou
outras. Seja N(0) = N0 > 0 a populac¸a˜o inicial.
Vamos supor que na˜o ha´ variac¸o˜es ambientais e que os recursos sa˜o abundantes,
pelo que, seja qual for o tamanho da populac¸a˜o, a taxa de natalidade e a taxa de
mortalidade per capita (por indiv´ıduo) se manteˆm constantes. Seja r a taxa instantaˆnea
de crescimento per capita, isto e´ a diferenc¸a entre as taxas instantaˆneas de natalidade e
mortalidade per capita. Abreviando, chamaremos a r simplesmente taxa de crescimento.
Num pequeno intervalo de tempo [t, t+∆t ], com ∆t>0, o acre´scimo do tamanho da
populac¸a˜o ∆N (t)= N (t+∆t)−N(t) sera´ aproximadamente proporcional ao tamanho da
populac¸a˜o, sendo a constante de proporcionalidade a taxa de crescimento r∆t naquele
intervalo. Logo
∆N(t) ∼= (r∆(t))N(t).




Passando ao limite quando ∆t→0, obtemos o chamado modelo malthusiano de cresci-




que tambe´m podemos escrever na forma
dN(t) = rN(t) dt.
Fac¸amos o gra´fico que nos da´ a taxa de crescimento instantaˆnea da populac¸a˜o dN /dt
como func¸a˜o do seu tamanho (ver Figura 1, lado esquerdo). Trata-se de uma recta que
passa pela origem com declive r. Na figura supusemos que r>0.
A populac¸a˜o esta´ em equil´ıbrio quando a taxa de crescimento da populac¸a˜o dN /dt=0
(se ela fosse positiva, N (t) seria uma func¸a˜o crescente e, se fosse negativa, seria func¸a˜o de-
crescente; sendo 0, a populac¸a˜o N (t) mante´m-se constante). Isso apenas sucede quando
N=0, isto e´, quando a populac¸a˜o esta´ extinta. Pode ver-se que, supondo r>0, e´ um
equil´ıbrio insta´vel pois qualquer pequeno desvio em relac¸a˜o ao equil´ıbrio (note-se que o
desvio so´ pode ser para a direita pois na˜o ha´ populac¸o˜es negativas), torna a derivada
dN /dt positiva, o que implica que a func¸a˜o N (t) ira´ crescer, desviando-se ainda mais do
equil´ıbrio na direcc¸a˜o da seta. Claro que, se fosse r<0 (na˜o e´ o caso da Figura 1), isto e´,
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Figura 9.1: Modelo malthusiano: taxa de crescimento dN
dt





a taxa de natalidade per capita inferior a` de mortalidade, ja´ um pequeno desvio tornaria
a derivada positiva, implicando o decrescimento de N (t) e o seu retorno em direcc¸a˜o ao
ponto de equil´ıbrio N=0. Neste caso, ter´ıamos um equil´ıbrio assintoticamente esta´vel,
isto e´, N (t) aproximar-se-ia do equil´ıbrio 0 a` medida que o tempo passasse, tendo-
se N (t)→0 quando t→+∞ (uma demonstrac¸a˜o rigorosa deste facto seria obviamente
necessa´ria mas vamos omiti-la aqui).
A taxa de crescimento per capita e´, por definic¸a˜o, a taxa de crescimento da populac¸a˜o
dividida pelo seu tamanho e, para o modelo malthusiano, essa taxa e´ constante, a





= r equivale a d lnN
dt
= r. Primitivando membro a membro vem lnN(t) =
rt+C, onde C e´ uma constante de primitivac¸a˜o. Pondo t=0, e notando que N(0) = N0,
vem C = lnN0, donde resulta lnN(t) = lnN0 + rt, pelo que obtemos finalmente para
soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial
N(t) = N0e
rt.
Esta soluc¸a˜o indica que a evoluc¸a˜o do tamanho da populac¸a˜o com o tempo tem um
crescimento exponencial (tambe´m dito malthusiano em homenagem a` lei de Malthus
de que, enquanto as populac¸o˜es teˆm crescimento geome´trico, outra forma de dizer ex-
ponencial, os recursos crescem apenas de acordo com uma progressa˜o aritme´tica). A
Figura 2 ilustra este crescimento para o caso de r>0 e de r<0, sendo que no primeiro
caso a populac¸a˜o cresce sem limite (note-se que o u´nico equil´ıbrio N=0 e´ insta´vel) e no
segundo caso, a populac¸a˜o tende para a extinc¸a˜o (note-se que o u´nico equil´ıbrio N=0 e´
assintoticamente esta´vel).
Se N0 representasse o capital posto num depo´sito banca´rio com taxa de juro instan-
taˆnea r e juros compostos continuamente, a evoluc¸a˜o do capital seguiria exactamente o
mesmo modelo e o capital no instante t seria dado por N(t) = N0e
rt. Temos pois um
mesmo modelo matema´tico a descrever dois feno´menos na apareˆncia muito diferentes.
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Figura 9.2: Modelo malthusiano: crescimento exponencial do tamanho da populac¸a˜o em
func¸a˜o do tempo
9.3 Modelo malthusiano em ambiente aleato´rio
Se o ambiente onde a populac¸a˜o vive estiver sujeito a perturbac¸o˜es aleato´rias de mu´lti-
plas origens que afectem as taxas de natalidade e mortalidade e, portanto, a taxa de
crescimento r, vamos designar por B(t) o efeito acumulado (desde o instante 0 ate´ ao
instante t) dessas perturbac¸o˜es sobre a taxa de crescimento. Enta˜o, para estudar a al-
terac¸a˜o do tamanho da populac¸a˜o ∆N (t)= N (t+∆t)−N(t) num pequeno intervalo de
tempo [t, t+∆t ], teremos de considerar na˜o apenas a taxa me´dia de crescimento r∆t
nesse intervalo, mas tambe´m as perturbac¸o˜es (em torno da me´dia) da taxa de crescimento
nesse intervalo, que sera˜o dadas por ∆B(t)= B(t+∆t)−B(t). Temos enta˜o
∆N(t) ∼= (r∆t+∆B(t))N(t).
Passando ao limite quando ∆t→0, obtemos como modelo de crescimento popula-
cional a equac¸a˜o diferencial estoca´stica (assim chamada porque tem um termo aleato´rio)
dN(t) = rN(t)dt+N(t)dB(t).
Vamos tentar arranjar um bom modelo para o comportamento de B(t). Ale´m de
depender do tempo, depende obviamente das perturbac¸o˜es aleato´rias do ambiente, dito
mais simplesmente, depende do acaso. Trata-se pois de um processo estoca´stico. Claro
que B(0) = 0 pois no in´ıcio ainda na˜o se acumularam perturbac¸o˜es. Sendo B(t) o
resultado acumulado de inu´meras pequenas perturbac¸o˜es que podemos supor aproxi-
madamente independentes, o teorema do limite central sugere que a sua distribuic¸a˜o de
probabilidade seja aproximadamente normal. A me´dia deve ser nula (sa˜o perturbac¸o˜es a`
volta do valor me´dio da taxa de crescimento) e a variaˆncia devera´ ser aproximadamente
a soma das variaˆncias das mu´ltiplas pequenas perturbac¸o˜es, sendo o nu´mero destas
aproximadamente proporcional ao tempo decorrido; logo a variaˆncia deve ser propor-
cional ao tempo, isto e´, sendo σ2 a constante de proporcionalidade, B(t)∩N (0,σ2t).
Os incrementos ∆B(t)= B(t+∆t)−B(t) em intervalos de tempo na˜o-sobrepostos de-
vem ser aproximadamente independentes no pressuposto da independeˆncia aproximada
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das pequenas perturbac¸o˜es que ocorrem nesses intervalos. No´s vamos supor que B(t)
e´ exactamente um processo estoca´stico de incrementos independentes tal que B(t)∩N
(0,σ2t). Um processo com estas caracter´ısticas chama-se um processo de Wiener ou
movimento Browniano (por ter sido usado por Einstein em 1905 para descrever o movi-
mento browniano de uma part´ıcula suspensa num flu´ıdo); esse processo tinha ja´ sido
usado por Bachelier em 1900 para descrever o comportamento de uma acc¸a˜o na bolsa
de valores (embora na˜o seja um modelo muito apropriado para esse fim). Foi estudado
rigorosamente por Wiener e por Le´vy por volta de 1920.
Vamos trabalhar com o processo de Wiener padra˜o W (t)= B(t)/σ ∩N (0,t).
A nossa equac¸a˜o diferencial estoca´stica pode agora escrever-se na forma
dN(t) = rN(t) dt+ σN(t)dW (t).
Claro que agora a soluc¸a˜o vai depender do acaso, isto e´, das perturbac¸o˜es ambientais
que efectivamente ocorrerem e a trajecto´ria, pese embora ter um comportamento me´dio
de crescimento exponencial, exibe flutuac¸o˜es aleato´rias em torno desse comportamento
me´dio, tendo um aspecto bastante irregular. Podemos agora calcular probabilidades tais
como a de a populac¸a˜o ter num certo instante futuro um tamanho superior a certo valor
ou situado num certo intervalo. O tempo necessa´rio para a populac¸a˜o atingir um certo
tamanho sera´ agora uma varia´vel aleato´ria pois dependera´ do acaso.
Este mesmo modelo descreve tambe´m muito bem o comportamento de uma acc¸a˜o na
bolsa de valores com taxa de rendimento me´dio r mas em que a taxa efectiva de rendi-
mento esta´ sujeita a`s perturbac¸o˜es aleato´rias dos mercados financeiros. Ao paraˆmetro
σ, que mede a intensidade das perturbac¸o˜es aleato´rias, chama-se neste caso volatili-
dade. O modelo e´ conhecido na literatura financeira por modelo de Black-Scholes e foi
usado para derivar o ca´lculo do prec¸o de produtos derivados (como as opc¸o˜es), dando
origem a`s modernas Matema´ticas Financeiras (Scholes e Merton receberam por estes
trabalhos o Pre´mio Nobel da Economia; Black ja´ tinha falecido). A Figura 3 mostra
dados da cotac¸a˜o de uma acc¸a˜o na Bolsa de Valores de Lisboa durante um ano em escala
logar´ıtmica (para visualizar um crescimento exponencial como linear), notando-se o seu
comportamento irregular.
9.4 Modelo log´ıstico
Em populac¸o˜es naturais, os recursos (alimento, territo´rio, etc.) sa˜o limitados, pelo que, a`
medida que a populac¸a˜o aumenta, os recursos dispon´ıveis para cada indiv´ıduo sobreviver




, em lugar de ser
constante, deve diminuir a` medida que o tamanho da populac¸a˜o aumenta (dizemos que
ha´ dependeˆncia da densidade populacional). Claro que a forma como essa diminuic¸a˜o
ocorre pode ser muito variada. A forma mais simples e´ que a diminuic¸a˜o seja linear, que e´
a que esta´ representada no lado direito da Figura 4. Note-se que, para populac¸o˜es muito
elevadas, a taxa de crescimento per capita se torna mesmo negativa pois os recursos por
indiv´ıduo sa˜o ta˜o escassos que a mortalidade ultrapassa a natalidade. Representamos
por r>0 a taxa ma´xima de crescimento per capita, tambe´m chamada taxa intr´ınseca
de crescimento e por K>0, chamada a capacidade de sustento do meio, o tamanho da
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Figura 9.3: Comportamento da cotac¸a˜o de uma acc¸a˜o na Bolsa de Valores de Lisboa,
representando o eixo vertical o logaritmo da cotac¸a˜o da acc¸a˜o
populac¸a˜o para ale´m do qual a taxa de crescimento per capita se torna negativa. Temos




















(ver lado esquerdo da Figura 4). Os pontos de equil´ıbrio (em que a derivada dN /dt
se anula) sa˜o N=0 e N=K. O equil´ıbrio de extinc¸a˜o N=0 e´ insta´vel pois um pequeno
desvio (necessariamente para a direita) torna a taxa de crescimento dN /dt positiva, o
que torna N (t) crescente, afastando-se do equil´ıbrio (na direcc¸a˜o da seta). Ja´ o equil´ıbrio
N=K e´ assintoticamente esta´vel pois, como as setas do lado esquerdo da Figura indicam,
um pequeno desvio para a direita torna a taxa de crescimento dN /dt negativa (o que
torna N (t) decrescente, retornando ao equil´ıbrio) e um pequeno desvio para a esquerda
torna a taxa de crescimento dN /dt positiva (o que torna N (t) crescente, retornando ao
equil´ıbrio). Assim, a populac¸a˜o aproximar-se-a´, a` medida que o tempo passa, do valor
de equil´ıbrio K, que e´ o tamanho da populac¸a˜o que o ambiente e´ capaz de sustentar em
equil´ıbrio.
Representando a derivada dN /dt por N’, vem N
′





1−N/K = r ou (lnN)
′ − (ln(1−N/K))′ = r. Primitivando termo a termo,
vem lnN(t) −ln(1−N(t)/K) = rt+C. Pondo t=0, veˆ-se que C = lnN0−ln(1−N0/K),
pelo que obtemos, apo´s algumas contas, como soluc¸a˜o expl´ıcita da equac¸a˜o diferencial
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Figura 9.4: Modelo log´ıstico: taxa de crescimento dN
dt







1 + (K/N0 − 1)e−rt .
Figura 9.5: Modelo log´ıstico: crescimento do tamanho da populac¸a˜o em func¸a˜o do tempo
A Figura 5 apresenta o gra´fico tipicamente em forma de sigmo´ide desta func¸a˜o, que
descreve a evoluc¸a˜o do tamanho da populac¸a˜o com o tempo. Note-se que N (t)→K
quando t→+∞.
9.5 Outros modelos com dependeˆncia da densidade
Claro que ha´ formas na˜o-lineares de dependeˆncia da densidade populacional. Por exem-




diminui a` medida que o tamanho da populac¸a˜o aumenta mas log-linearmente (linear-
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Mais uma vez se verifica, por racioc´ınio semelhante ao que fizemos para o modelo log´ıs-
tico, que o equil´ıbrio N=0 e´ insta´vel e que o equil´ıbrio N=K e´ assintoticamente esta´vel,
convergindo o tamanho da populac¸a˜o para K quando t→+∞.
Sera´ isto espec´ıfico dos modelos log´ıstico e de Gompertz ou sera´ verdade para formas
mais gerais de dependeˆncia da densidade. Esta questa˜o e´ importante porque, ale´m dos
modelos log´ıstico e de Gompertz ha´ muitos outros modelos poss´ıveis e, como habitual-
mente temos poucos dados sobre as populac¸o˜es naturais que estudamos, e´ dif´ıcil saber
qual e´ o que melhor se ajusta a cada populac¸a˜o em estudo.






onde g(N ): ]0,+∞[7→]−∞,+∞[ (a func¸a˜o que traduz a dependeˆncia da densidade) deve
ser um func¸a˜o de classe C1 estritamente decrescente tal que lim
N→+∞
g(N) < 0, isto e´, tal
que, se a populac¸a˜o for muito grande, a taxa de natalidade seja inferior a` de mortalidade
e tenhamos, portanto, taxa de crescimento per capita negativa.
Podemos tambe´m escrever equivalentemente
dN(t) = g(N(t)) N(t) dt.
Vejamos o caso de g(0+) := lim
x→0+
g(N) ser positivo, isto e´, de, quando a populac¸a˜o
e´ pequena, os recursos permitirem taxas de crescimento per capita positivas (era o que
sucedia nos modelos log´ıstico e de Gompertz). Neste caso, por racioc´ınio semelhante
ao que fizemos para o modelo log´ıstico, veˆ-se que o equil´ıbrio N=0 e´ insta´vel e que o
equil´ıbrio N=K e´ assintoticamente esta´vel, convergindo o tamanho da populac¸a˜o para
K quando t→+∞. Aqui K e´ a o u´nico zero da func¸a˜o g(N ) para N ∈ ]0,+∞[.
No caso, pore´m, de g(0+) < 0, isto e´ de, mesmo para populac¸o˜es pequenas, os
recursos serem insuficientes para que a taxa de crescimento per capita seja positiva,
enta˜o a extinc¸a˜o e´ inevita´vel convergindo o tamanho da populac¸a˜o para 0, que e´ agora
um equil´ıbrio esta´vel e e´ alia´s o u´nico equil´ıbrio (pois g(N ) nunca se anula para N>0,
pelo que o mesmo sucede a` taxa de crescimento da populac¸a˜o dN /dt).
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9.6 Modelos em ambientes aleato´rios
O modelo mais geral quando ha´ dependeˆncia da densidade e perturbac¸o˜es aleato´rias do
ambiente assume agora a forma
dN(t) = g(N(t)) N(t) dt+ σN(t) dW (t),
com g(N ) nas condic¸o˜es da secc¸a˜o anterior representando a taxa me´dia de crescimento
per capita. Usamos o ca´lculo de Stratonovich para resolver a equac¸a˜o diferencial estoca´s-
tica (o que corresponde a escolher para g a taxa me´dia geome´trica de crescimento per
capita); esta e´ uma questa˜o te´cnica com que o leitor na˜o tem de se preocupar agora e
que pode ser vista em Braumann (2005).
Consegui demonstrar num artigo publicado em 1999 (ver refereˆncia em Braumann
2005) que, no caso g(0+) < 0, tambe´m o tamanho da populac¸a˜o tendia para 0.
No caso g(0+) > 0, demonstrei que a populac¸a˜o na˜o se extingue, so´ que tambe´m
na˜o converge para K visto as perturbac¸o˜es aleato´rias do ambiente a desviarem de um
poss´ıvel valor de equil´ıbrio. Pelo contra´rio, o tamanho da populac¸a˜o varia aleatoriamente
com uma distribuic¸a˜o de probabilidade que depende do instante t. Sucede, pore´m que,
embora o tamanho da populac¸a˜o na˜o convirja para um equil´ıbrio, a sua distribuic¸a˜o
de probabilidade converge para uma distribuic¸a˜o de probabilidade de equil´ıbrio (que se
distribui a` volta de K ), uma espe´cie de equil´ıbrio estoca´stico que substitui o anterior
equil´ıbrio determin´ıstico.
Para estes modelos podemos calcular coisas interessantes, como, por exemplo, a
probabilidade de o tamanho da populac¸a˜o descer abaixo de um limiar reduzido (embora
positivo) que corresponda na pra´tica a` extinc¸a˜o da populac¸a˜o. Podemos ainda prever
tamanhos futuros da populac¸a˜o em termos de intervalos de confianc¸a onde esperamos
(com um certo grau de confianc¸a) que o verdadeiro tamanho (que depende do acaso)
vira´ a estar.
Claro que, para estes modelos, e´ necessa´rio estimar os paraˆmetros da func¸a˜o g que
utilizamos a partir das observac¸o˜es feitas sobre o tamanho da populac¸a˜o em instantes
passados. A t´ıtulo de exemplo, mostro a Figura 7, onde se mostram dados de Gause sobre
a densidade de uma cultura de protozoa´rios Paramecia Caudatum observados nos ins-
tantes indicados na linha quebrada; a linha a cheio indica, apenas para termos uma ideia,
qual seria a curva que se obteria com o modelo de Gompertz (caso de g(N )=r ln(K/N ))
se na˜o houvesse perturbac¸o˜es aleato´rias do ambiente (isto e´, se σ fosse igual a 0, o que
na˜o sucede). A curva a tracejado foi constru´ıda usando as estimativas dos paraˆmetros
r e K obtidas a partir dos dados observados pelo me´todo da ma´xima verosimilhanc¸a.
Por exemplo, obtivemos 58, 2 ± 23, 2 indiv´ıduos por cm3 como intervalo de confianc¸a
aproximado a 95% para K. O intervalo e´ muito grande, o que traduz a nossa margem
de incerteza, mas tal na˜o e´ de espantar porque a estimativa foi baseada em apenas 17
observac¸o˜es, o que e´ muito pouco (mas sa˜o os dados de que dispomos).
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Figura 9.7: Dados de Gause para a densidade de uma cultura de P . caudatum. A linha
quebrada une as observac¸o˜es. A linha cheia ajusta o modelo de Gompertz na auseˆncia
de perturbac¸o˜es aleato´rias do ambiente
9.7 Modelo de crescimento individual em ambiente
aleato´rio
Num projecto financiado pela FCT (Fundac¸a˜o para a Cieˆncia e a Tecnologia), eu e a
Dra Patr´ıcia Filipe estamos a usar o modelo de Gompertz estoca´stico referido na secc¸a˜o
anterior (e outros modelos semelhantes), na˜o para estudar como evolui o tamanho de um
populac¸a˜o, mas como evolui o tamanho (peso, comprimento ou outra medida adequada)
de um indiv´ıduo desde o nascimento ate´ a` maturidade quando o seu crescimento esta´
condicionado pelas perturbac¸o˜es aleato´rias do meio. Estamos a fazer o estudo teo´rico e
a aplicar a dados de bovinos mertolengos da estirpe rosilho fornecidos pelo Prof. Carlos
Roquete.
A Figura 8 mostra a evoluc¸a˜o do peso de um dos animais e o ajustamento do modelo
de Gompertz feito de forma semelhante a` usada na Figura 7. Estima´mos para intervalo
de confianc¸a aproximado a 95% do peso na maturidade 407, 1± 64, 9 Kg.
Os objectivos, ale´m da capacidade de estimar os paraˆmetros a partir dos dados e de
fazer previso˜es de pesos futuros, pretendem tambe´m estudar questo˜es como o tempo que
falta para atingir a maturidade (ou melhor, conhecer a sua distribuic¸a˜o de probabilidade,
o tempo me´dio e o desvio-padra˜o), qual a data economicamente mais conveniente para
o abate do animal, qual a distribuic¸a˜o de probabilidade do peso do animal num instante
futuro, etc. Naturalmente, a ideia na˜o e´ somente trabalhar com um animal de cada vez
mas considerar o conjunto dos animais de uma explorac¸a˜o.
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Figura 9.8: Dados de C. Roquete relativos ao peso de um bovino mertolengo da estirpe
rosilho desde o nascimento ate´ cerca de 6 anos de idade (linha quebrada). A linha cheia
ajusta o modelo de Gompertz na auseˆncia de perturbac¸o˜es aleato´rias do ambiente
9.8 Modelo log´ıstico de pesca com pol´ıtica de cap-
tura constante
Consideremos uma populac¸a˜o sujeita a pesca (ou a cac¸a) e que, na auseˆncia de pesca,
seguiria um modelo log´ıstico de crescimento populacional (este e´ apenas um exemplo
pois podemos utilizar o modelo que melhor se adequar). Suponhamos que temos uma
quota fixa C de capturas por unidade de tempo que esta´ autorizada. A taxa de cresci-
mento dN /dt da populac¸a˜o sera´ a diferenc¸a entre a sua taxa de crescimento natural
rN (1−N /K ) determinada pelo modelo log´ıstico e a taxa de mortalidade adicional C









A Figura 9 ilustra o comportamento da taxa de crescimento dN /dt como func¸a˜o
do tamanho da populac¸a˜o. A para´bola representa a taxa de crescimento natural e a
recta horizontal a taxa de capturas C, sendo a diferenc¸a (distaˆncia entre a para´bola e a
recta) a taxa de crescimento l´ıquida (efectivamente observada quando a populac¸a˜o esta´
sujeita a pesca). Se a para´bola esta´ acima da recta, a populac¸a˜o tem taxa de crescimento
l´ıquida positiva e vai portanto aumentar. Quando a para´bola esta´ abaixo da recta, a taxa
de crescimento l´ıquida e´ negativa e a populac¸a˜o ira´ diminuir. Os pontos de equil´ıbrio
(que esta˜o assinalados na figura) correspondem aos pontos onde a para´bola encontra a
recta. Olhando para o ponto de equil´ıbrio a` esquerda (correspondente a` populac¸a˜o mais
baixa dos dois pontos de equil´ıbrio), vemos que um desvio para a direita torna a taxa
de crescimento l´ıquida positiva fazendo a populac¸a˜o de peixes crescer e que um desvio
para a esquerda provoca o decrescimento da populac¸a˜o (ver setas); isto, e´, o equil´ıbrio e´
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insta´vel e qualquer pequeno desvio provoca o afastamento do equil´ıbrio. Se o desvio (e
ha´ sempre desvios ocasionais provocados por pequenas alterac¸o˜es imprevis´ıveis) calhar
a ser para a direita, a populac¸a˜o vai crescer e aproximar-se do outro equil´ıbrio mas, se
calhar a ser para a esquerda a populac¸a˜o caminhara´ para a extinc¸a˜o. Olhando agora para
o ponto de equil´ıbrio a` direita (correspondente a` populac¸a˜o mais alta dos dois pontos de
equil´ıbrio), uma ana´lise semelhante (ver setas) mostra que ele e´ assintoticamente esta´vel,
seguindo-se um retorno ao equil´ıbrio apo´s qualquer pequeno desvio (claro que um desvio
muito grande pode levar a populac¸a˜o para junto do outro equil´ıbrio e possivelmente para
a extinc¸a˜o).
Figura 9.9: Modelo log´ıstico com pesca com taxa de captura constante C. A para´bola
e´ a taxa de crescimento natural e a recta horizontal a taxa de capturas. Os pontos de
equil´ıbrio esta˜o assinalados e a sus estabilidade estudada (ver setas).
Havendo um equil´ıbrio esta´vel, na˜o havera´ problemas desde que mantenhamos o
tamanho da populac¸a˜o junto desse equil´ıbrio. Imaginemos agora que queremos ser mais
ambiciosos e aumentamos a quota C. Se ela aumentar para cima de rK/4 (o pico da
para´bola), na˜o havera´ nenhum ponto de equil´ıbrio e estaremos a pescar a uma taxa
superior a` taxa de crescimento natural, pelo que a taxa l´ıquida e´ sempre negativa e
a populac¸a˜o ira´ diminuir ate´ se extinguir. Assim rK/4 e´ a taxa ma´xima de capturas
em regime sustentado (isto e´, com existeˆncia de um equil´ıbrio), pelo que e´ chamada
“maximum sustainable yield” (abreviadamente MSY) e o natural seria, para maximizar
as capturas de peixe, que fixa´ssemos como quota C precisamente o MSY. Pore´m, nesse
caso, a para´bola toca a recta num u´nico ponto, precisamente no pico da para´bola, que
sera´ o u´nico equil´ıbrio. Infelizmente, esse equil´ıbrio e´ insta´vel pois qualquer desvio
tornaria a taxa de crescimento l´ıquida negativa, pelo que, se o desvio calhar a ser para
a esquerda, a populac¸a˜o caminhara´ para a extinc¸a˜o.
Assim, e´ prudente escolher um valor da quota ligeiramente abaixo do MSY para
que haja dois equil´ıbrios, um dos quais esta´vel. Quanto mais pro´xima a quota estiver
de MSY, mais se pesca mas e´ arriscado escolher uma quota muito pro´xima do MSY
pois o equil´ıbrio esta´vel ficara´ muito pro´ximo do insta´vel, pelo que so´ havera´ retorno ao
equil´ıbrio esta´vel se os desvios acidentais forem muito pequenos. O risco de os desvios
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serem grandes e nos aproximarmos do equil´ıbrio insta´vel com risco de extinc¸a˜o seriam
muito grandes. Por outro lado, se houver um pequeno erro no ca´lculo no ca´lculo do r
ou do K (e normalmente so´ e´ poss´ıvel estima´-los com um certo erro, na˜o ta˜o pequeno
como isso), o pico da para´bola pode estar mais abaixo do que pensamos, correndo o
risco de a quota escolhida, ao contra´rio do que pensa´vamos, estar acima e na˜o abaixo do
pico, caso em que a extinc¸a˜o seria a consequeˆncia. Por tudo isso, e´ da mais elementar
prudeˆncia escolher uma quota de pesca razoavelmente abaixo do MSY, mas isso provoca
que estejamos a pescar menos.
9.9 Modelo de pesca com esforc¸o constante
Como as pol´ıticas de quota constante ou sa˜o prudentes mas limitam a pesca ou sa˜o
imprudentes, surgiu a ideia de adoptar uma pol´ıtica de pesca que, em vez de fixar a
quota, fixa o esforc¸o de pesca (por exemplo, fixando o nu´mero e tipo de embarcac¸o˜es
que podem pescar ou fixando o nu´mero total de dias de pesca). Sa˜o pol´ıticas de esforc¸o
constante. Naturalmente a quantidade de peixe capturada depende do peixe existente,
isto e´ do tamanho da populac¸a˜o. A taxa de capturas sera´ proporcional ao tamanho
da populac¸a˜o, isto e´ da forma EN, onde E mede o esforc¸o de pesca autorizado (vamos
chamar a E esforc¸o de pesca, embora na literatura especializada, o termo esforc¸o tenha
um significado um pouco diferente, mas sendo proporcional a E ).









Figura 9.10: Modelo log´ıstico com pesca com esforc¸o constante. A para´bola e´ a taxa de
crescimento natural e a recta obl´ıqua a taxa de capturas. Os pontos de equil´ıbrio esta˜o
assinalados e a sua estabilidade estudada (ver setas).
180 CAPI´TULO 9. BIOMATEMA´TICA
A Figura 10 ilustra a situac¸a˜o. Ha´ dois pontos de equil´ıbrio, um deles correspondendo
a` extinc¸a˜o mas que e´ insta´vel. O outro equil´ıbrio e´ esta´vel e permite uma taxa de capturas
sustentada (isto e´, em equil´ıbrio esta´vel) indicada na Figura 10. Note-se, pore´m, que esta
taxa de capturas e´ inferior ao MSY. Portanto, faz sentido aumentar o esforc¸o de pesca E
de forma que a recta que representa as capturas passe pelo pico da para´bola, de forma
que o equil´ıbrio fique precisamente nesse pico e assim a taxa de capturas sustentada
seja precisamente o MSY, isto e´, o maior valor poss´ıvel em regime sustentado. Dessa
forma, ao contra´rio do que sucedia com pol´ıticas de quota constante conseguimos atingir
capturas com a taxa igual ao MSY sem correr riscos visto estarmos em situac¸a˜o de
equil´ıbrio esta´vel (ver Figura 11). O valor de E que optimiza assim a taxa de capturas
sustentada e´ Eo´pt = r/2.
Se utilizarmos um esforc¸o maior do que este esforc¸o o´ptimo, o ponto de equil´ıbrio
ficara´ abaixo do pico da para´bola e estaremos a pescar com uma taxa de capturas inferior
ao MSY. Alia´s, se exagerarmos e escolhermos um esforc¸o demasiado elevado E≥r, a recta
ja´ so´ cruza a para´bola na origem, havendo nesse caso um so´ equil´ıbrio N=0, que neste
caso e´ esta´vel, pelo que a populac¸a˜o se extinguira´.
Figura 9.11: Modelo log´ıstico com pesca com esforc¸o constante o´ptimo Eo´pt = r/2, que
permite uma taxa de capturas sustentada igual ao MSY.
9.10 Conclusa˜o
Seria muito interessante analisar modelos com va´rias populac¸o˜es inter-actuantes a fim
de estudar o comportamento de ecossistemas em que ha´ feno´menos como a competic¸a˜o,
a predac¸a˜o, o parasitismo e o mutualismo. Mas isso ficara´ para outra ocasia˜o. O nosso
objectivo foi apenas dar, no pouco tempo dispon´ıvel, uma pequena amostra das poten-
cialidades da Biomatema´tica para um melhor conhecimento dos sistemas biolo´gicos e
para que as nossas intervenc¸o˜es e manipulac¸o˜es desses sistemas possam ser devidamente
informadas de forma a minimizar os riscos e maximizar os benef´ıcios.
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